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Resumen
En el presente texto se presenta un enfoque numeérico para la resolucién de la ecuacién de difusién utilizando
diferencias finitas. Se utiliza la primera ley de Fick para establecer la relacion entre el flujo y el gradiente
de concentracién. Mediante la discretizacion de la ecuacién, se divide el espacio y el tiempo en una malla de
puntos y se aproximan las derivadas parciales. Esto conduce a un sistema de ecuaciones lineales que describe
la evolucién de la concentraciéon a lo largo del tiempo. Los resultados demuestran que la aproximacién
numérica por diferencias finitas es una herramienta efectiva para simular procesos de difusion y transferencia
de calor en diversas areas cientificas y tecnolégicas.
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1. Deduccién de la ecuacién de difusion

Sea una cantidad u(r,t) dependiente de su posicién en el espacio (r) y el tiempo (t), donde r = (z,y, x)
representa vectorialmente su localizacién. Nuestro objetivo es describir el cambio de esta cantidad en el
tiempo debido a la difusién. Para esto nos referimos a la primera ley de Fick, derivada empiricamente, la
cual postula que el flujo de una sustancia se dirige de regiones con mayor concentracién a regiones de menor
concentracién con una magnitud proporcional al gradiente de concentracién. Esto lo podemos expresar:

J=-D Vu(r,t) (1)
Donde J es el flujo de la cantidad y D es el coeficiente de difusién, que se supone constante para que el

proceso de difusién sea homogéneo en el espacio y tiempo.

Ahora, definamos una concentracién local y flujo a través de una unidad de drea A en una posicién r:

A-[J(r) = J(r+dr)] dt
T . (2)

du(r) =

Y sabiendo que:
J(r+dr)=J(r)+dJ
du(r,t)  0J

=—— 3

ot Ox 3)
Y recordando la primera ley (ec. 1), reescribimos y encontramos la segunda ley de Fick, méds conocida como
la ecuacion de difusion:

Ou(r,t) 0

o " on
ou 9
5 =D Vu (5)

—D - Vu(r,t)] (4)

2. Discretizacion de la ecuacion de difusiéon por diferencias finitas
Para resolver numéricamente la ecuacién de difusion utilizando el método de diferencias finitas, es nece-

sario discretizar tanto el dominio espacial como el temporal. A continuacion, se describird el procedimiento
paso a paso para llevar a cabo esta discretizacion.
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2.1. Discretizacién del Dominio Espacial y Temporal

El primer paso consiste en discretizar el dominio espacial en una malla de puntos equidistantes. Supon-
gamos que tenemos un dominio unidimensional y consideremos un intervalo espacial de longitud L dividido
en N + 1 puntos, donde N es el numero total de puntos en la malla.

Denotemos por u; la cantidad desconocida en el punto ¢ de la malla, donde ¢« = 0,1,2,..., N. Para
cada punto 4, definimos su posicién espacial como x; = iAz, donde Ax = % es la distancia entre puntos

adyacentes [1].

B
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j-1

i-1 i i+1

Figura 1: Diagrama de la discretizacion del dominio espacial para el metodo de diferencias finitas [2].

Una vez que hemos discretizado el dominio espacial, procedemos a discretizar el dominio temporal.
Dividimos el intervalo temporal de interés en M intervalos igualmente espaciados, donde M es el ntimero
total de pasos de tiempo.

Denotemos por u;" el valor aproximado de la cantidad u en el punto ¢ de la malla en el paso de tiempo
m, donde m = 0,1,2,..., M. Definimos el tiempo en el paso m como t,, = mAt, donde At es el tamafio del
paso de tiempo [1].

2.2. Aproximacion de las Derivadas Parciales

Para discretizar las derivadas parciales en la ecuacién de difusién, utilizamos aproximaciones de diferencias
finitas. Existen diferentes esquemas de aproximacion, siendo los esquemas explicito e implicito los mas
comunes.

2.2.1. Esquema Explicito

En el esquema explicito, aproximamos la derivada temporal por una diferencia hacia adelante y la derivada
espacial por una diferencia central. La discretizacién de la ecuacién de difusién en el punto (i, m) utilizando
este esquema se puede expresar de la siguiente manera [1]:

/Ivim+1 _ T;m _ T’zril _ 2sz 4 Tzﬁl
At (Ba)?

donde D es el coeficiente de difusion.

2.2.2. Esquema Implicito

En el esquema implicito, aproximamos tanto la derivada temporal como la derivada espacial por dife-
rencias centrales. La discretizacién de la ecuacion de difusién en el punto (i,m) utilizando este esquema se
puede expresar de la siguiente manera [1]:

L U S Rk 1) G
At (Az)?
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2.3. Formulacién del Sistema de Ecuaciones

Una vez que hemos aproximado las derivadas parciales, podemos reorganizar las ecuaciones discretizadas
y obtener un sistema de ecuaciones lineales. Esto se logra agrupando los términos correspondientes a cada
punto ¢ y cada paso de tiempo m.

En el caso del esquema explicito, el sistema de ecuaciones resultante es:

DAt

,I,im—H :lem_FW( in—il _22m+]}@1) (6)

En el caso del esquema implicito, el sistema de ecuaciones resultante es:

DAt
Tim+1 _ Tm+1 o 21—;m+1 4 1’![2—1&-1) —Tm

(Ax)Q( i+1 7

3. Aproximacion numérica de la ecuacion de difusion por diferen-
cias finitas

Utilizando las librerias Numpy y Matplotlib se implementé la solucion numérica a la ecuacién de difusién
(ec. 6) con un coeficiente de difusién constante y arbitrario en distribuciones de concentracién centradas en
el espacio y conservando dos simetrias: polar y cuadrada; el codigo utilizado para realizar las imagenes se
puede encontrar en GitHub o en el siguiente link: https://github.com/alhazacod/heat_eq_t_dependant_
boundary. Una posible aplicacién de esta solucion es el derretimiento de un bloque de hielo en forma cilindrica
o cubica.

3.1. Distribucién con simetria polar

A continuacién se muestra la evolucién temporal de la soluciéon numérica obtenida en el caso con simetria
polar:

(a) Frame 0 (b) Frame 190 (c¢) Frame 390

n =990, t = 0.0990

(d) Frame 590 (e) Frame 690 (f) Frame 990

Figura 2: Distribucién de concentracién funcion del tiempo
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Continuando con la aplicacion mencionada anteriormente, también posible visualizar en tres dimensiones
el derretimiento el hielo con simetria cilindrica:

n=0,t= 00000 n =90, t =0.0090 n=190,t= 00190

(a) Frame 0 (b) Frame 90 (c) Frame 190

n =390, t = 0.0390 n = 490, t = 0.0490 n =990, t = 0.0990

(d) Frame 390 (e) Frame 490

Figura 3: Distribucién de concentracién funcién del tiempo

3.2. Distribucién con simetria cuadrada
Por otra parte, a continuacién tenemos la evolucién temporal con simetria cuadrada:

n=0.t=0.0000 n=90,t=0.0090 n=39,t=0030

(a) Frame 0 (b) Frame 90 (¢) Frame 390

=590t 00590 n= 690,100 n=990,1= 00990

(d) Frame 590 (e) Frame 690 (f) Frame 990

Figura 4: Distribucién de concentracién funcién del tiempo

Y el caso del derretimiento de un cubo de hielo:
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n=0,t=0.0000 n =90, t =0.0090 n=190,t= 00190

(a) Frame 0 (b) Frame 90 (c) Frame 190

n =390, t=0.0390 n =490, t = 0.0490 n =990, t = 0.0990

(d) Frame 390 (e) Frame 490 (f) Frame 990

Figura 5: Distribucién de concentracién funcion del tiempo

4. Conclusiones

En conclusion, hemos realizado la deduccién de la ecuacién de difusion utilizando la primera ley de Fick,
estableciendo la relacién entre el flujo de una cantidad y el gradiente de concentracion. Posteriormente, he-
mos discretizado la ecuacién de difusién por diferencias finitas, dividiendo el dominio espacial y temporal
en una malla de puntos equidistantes y aproximando las derivadas parciales mediante esquemas explicitos e
implicitos. Esto nos ha permitido formular un sistema de ecuaciones lineales que representa la evolucién de
la concentracién en el tiempo.

La aproximacién numérica de la ecuacion de difusién por diferencias finitas ha demostrado ser una herra-
mienta efectiva para simular el proceso de difusién en sistemas fisicos. Mediante la discretizacién del dominio
espacial y temporal, y la aproximacién de las derivadas parciales, hemos obtenido soluciones numéricas que
muestran la evolucion de la concentracién en el tiempo para diferentes distribuciones iniciales con simetrias
polar y cuadrada. Estas soluciones nos brindan informacién visual sobre el comportamiento de la difusion,
permitiéndonos analizar el derretimiento de un bloque de hielo y observar cémo la concentracién se distribuye
de manera gradual a lo largo del tiempo. Esta aproximacién numérica por diferencias finitas es ampliamente
utilizada en diversos campos cientificos y tecnoldgicos para estudiar procesos de difusion y transferencia de
calor.
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